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Ueber Plus und Minus. 


Di Zeichen + und — wurden anfänglich bloß als Zeichen vorzunehmender Operationen, wo 
man dieſe nicht wirklich verrichten konnte, oder verrichten wollte, in die Algebra eingefuͤhrt. 
Beym Gebrauche dieſer Zeichen nahm man aber bald Veranlaſſung, ihnen noch eine andere Be— 
deutung, nach der ſie Eigenſchaften der Zahlen ausdruͤcken ſollten, vor denen ſie vorhergingen, 
unterzulegen, und die ſogenannten abſurden Zahlen zu fingiren. In Folge dieſer Fietion erhielt 
man die falſchen Gleichungs-Wurzeln, welche ſpaͤter Bedeutung gewannen, und die Lehre von 
den poſitiven und negativen oder entgegengeſetzten Groͤßen veranlaßten. 


Die Ausdruͤcke „wahre und abſurde Zahlen, wahre und falſche Gleichungswurzeln 
(numeri veri, absurdi — radices falsae)“ fommen zuerſt bey den Coſſiſten vor. Der lim: 
ſtand, daß ſie nach Descartes als gleichbedeutend mit poſitiven und negativen Zahlen und 
Gleichungswurzeln gebraucht werden, hat veranlaßt, daß man die Coſſiſten zu den Bekennern der 
Lehre von den entgegengeſetzten Groͤßen zaͤhlte. Aber zwiſchen den wahren und abſurden Zahlen 
der Coſſiſten und den entgegengeſetzten Groͤßen Spaͤterer iſt ein großer Unterſchied. Schon die 
Ausdruͤcke verrathen, daß ihre urſpruͤngliche Bedeutung eine ganz andere geweſen ſeyn muͤſſe; 
und dieſes finden wir beſtaͤtiget, wenn wir die Coſſiſten über die nähere Bedeutung ihrer Aus: 
druͤcke befragen. 


Die Wahl eines Zeichens für die unbekannte Zahl, und die Verbindung derſelben mit bes 
kannten durch die Operationszeichen hatte die Nothwendigkeit veranlaßt, mit Summen und Diffe⸗ 
renzen, die man durch die Zeichen P und — bloß angezeigt hatte, von neuem Rechnungen vorz 
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zunehmen; fo ward man auf Rechnungen, wie folgende, geführt, die aus Mich. Srireui Arith- 
metica integra (Norimb. 1544) fol. 238 entnommen ſind. 


6 N ＋ 822 6 — se 6 ＋ 0 
(add.) 2 J — 10 Le, (ſubtr.) 2 c — 10 22 (ſubtr.) 12 . — 24 
i Ch 10 28, 24 — 428 


Um das hier befolgte mechaniſche Verfahren zu erlaͤutern, wiederholt es Stifel fol. 

249 in mehreren Beyſpielen mit lauter bekannten Zahlen, und bemerkt dazu: 
„Vides certe, ut haec omnia vanissimis nugis videantur esse simillima, et tamen 
Cossicae operationes, secundum ea factae, plane mirificas inventiones habent 
4 .. ... finguntur non frustra numeri infra 0, id est, infra nihil. Ut volo 


exemplum subtractionis positum superius repetere hoc: 


DE 
10 , 5 
3 


Primo subtraho 10 de 8, et non invenio numerum aliquem supra 0, i. e. supra nihil, 
quem ponere possim justa subtractionis lege. Nam si ille, a quo debet fieri sub- 
tractio, esset major eo, qui subtrahitur (ut si loco numeri 8 poneretur numerus 
12) tum tandem haberem numerum ponendum verum. Sie si ille numerus, a quo 
‚fieri debet subtractio, esset aequalis ei, qui subtrahitur (ut si loco 8 ponerentur 
10) tune relinqueretur 0, i. e. nihil, (quod mediat inter numeros veros et nume- 
ros absurdos). Jam vero cum numerus subtrahendus major sit eo, a quo fit sub- 
tractio, restat, ut numerus infra 0, id est, infra nihil ponatur, videlicet 0 — 2. 
Sic simili ratione postea subtraho 0—5deo— 3, et invenio o 3, i. e. nume- 
rum supra nihil, seu numerum verum.“ 

„Sie Cossæ solet, pro immensa copia sua, iis uti, quae sunt, et ils, quae fin- 
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Denkt man dazu an den Grundſatz, den der Coſſiſt fol. 8 ausſpricht: permittendum 
esse Arithmeticis, ut dum bona ratione et utili consilio aliquid fingunt, uti possint hujus- 
modi rebus fictis, ſo iſt klar, daß die abſurden Zahlen bloße Fietionen ſind; daß der Coſſiſt 
dieſe Fictionen bloß Behufs des mechaniſchen Verfahrens macht, daß er zwar fo verfaͤhrt, als ob 
+ und — Merkmale der Zahlen ausdruͤckten, aber nur während der Rechnung; denn, daß er 
im Reſultate — wieder als Operationszeichen genommen wiſſen wolle, zeigt der ee deut⸗ 
lich, daß er nicht — 2 ＋ 3, ſondern 3 — 2 hinſetzt. 


5 


Die Fiction der abſurden Zahlen und die Rechnung damit führte nothwendig auf eine 
Mehrdeutigkeit der geraden Wurzeln; es wurde aber dieſe Mehrdeutigkeit Anfangs nur dann be— 
achtet, wenn ſich auf keinen Fall eine abſurde Zahl als Endreſultat ergab, wie dieß aus folgen⸗ 
ii Bemerkung des Coſſiſten zur Gleichung 

1 2 sit aequatus 18 2 — 72, 


deren Wurzeln 12 und 6 ſind, hervorgeht: 

„Sie quoties 1 3 aequatur numero radicum, posito cum numero absoluto, 
mediante signo subtractorum, tune semper (uno solummodo casu excepto) habebit 
aequatio duplicem radicem. Aliis vero casibus impossibile est“. fol. 243. — 
Man vergl. fol. 278. 


Selbſt als man angefangen hatte die Mehrdeutigkeit gerader Wurzeln auch in anderen 
Faͤllen zu beachten, und die negativen Wurzeln mit aufzufuͤhren, war man doch weit entfernt, 
ſolchen Wurzeln einen Sinn beyzulegen, und nannte fie daher falſche Wurzeln. Cardan war 
der erſte, der ſie angab, machte aber durchaus keinen Gebrauch davon. Wie Cardan betrach⸗ 
tete auch Biete die falſchen Gleichungswurzeln; er legte ihnen durchaus keine Bedeutung bey, 
ſelbſt da nicht, wo er die Algebra auf die Geometrie anwendete. Deßgleichen Harriot. 


Descartes gebraucht zwar in ſeiner Geometrie noch den Ausdruck „falſche Wurzeln“; 
aber bey ihm iſt dieſer Ausdruck nicht mehr in ſeiner woͤrtlichen Bedeutung, ſondern als techni⸗ 
ſcher Ausdruck zu nehmen; denn er laͤßt die falſchen Wurzeln keineswegs weg als ſolche, auf die 
man bey Aufloͤſung einer Gleichung keine Ruͤckſicht zu nehmen haͤtte, ſondern er betrachtet ſie als 
eben fo reel, als die wahren (caeterum radices tam verae quam falsae non semper sunt rea- 
les, sed aliquando tantum imaginariae. — Lib. II. pag. 76 der Schootenſchen Überſetzung), 
und zeigt ſogar ihre Conſtruction S. 86 und a. a. O. 


Über dieſer beobachteten Übereinſtimmung der Geometrie mit den mehrdeutigen Reſultaten 
der Algebra vergaß man ganz den Grund, auf dem jene Vieldeutigkeit beruhte. Dieſe Überein— 
ſtimmung kann in vielen Faͤllen Statt finden, aber im Allgemeinen findet ſie nicht Statt. Ge— 
rade in den Faͤllen, in welchen man der Geometrie, nachdem man ſie auf den Triumpfwagen der 
Algebra erhoben hatte, zuerſt zumuthete, die mehrdeutigen Orakelſpruͤche derſelben zu beſtaͤtigen, 
zeigte fie ſich dazu am willfaͤhrigſten; deſto widerfpänftiger wurde fie, als man dieß in der Folge 
in allen Faͤllen von ihr verlangte. ö 

Außer dieſem Gebrauche von den Zeichen + und — in den Gleichungswurzeln wird von 
Descartes noch ein anderer von denſelben gemacht; er bemerkte naͤmlich, daß die Gleichungen 
mehrerer einzelner Faͤlle einer allgemeinern Aufgabe ſich nur durch dieſe Zeichen in einigen Glie— 
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dern der Gleichung unterfchieden, und daß die Gleichung für irgend einen Fall für die uͤbrigen 
Faͤlle durch eine bloße Anderung dieſer Zeichen in einigen Gliedern brauchbar gemacht werden 
koͤnne. Dadurch kann man eine Formel fuͤr eine Menge von Faͤllen benuͤtzen, und eine laͤſtige 
Wiederholung der Rechnungen erſparen. Man vermißt aber bey Descartes Gruͤnde und Re— 
geln fuͤr eine ſolche Übertragung der Formeln von einem Falle auf die uͤbrigen. Damit, was 
er im II. Buche S. 59 der Schootenſchen Überſetzung daruͤber ſagt, iſt nichts gedient. 


Dieſe neuen Lehren, von Descartes verkuͤndet, von andern mit Beyfall aufgenom⸗ 
men, lieferten uͤberraſchende Nefultate. Aber zu begierig, ihre Anwendung zu vervielfaͤltigen, 
unterließ man, ihren Gruͤnden nachzuſpuͤren. Je mehr ſich aber durch die zahlreichen Anwen⸗ 
dungen das Material haͤufte, und je willkuͤhrlicher man aus Mangel an feſten Anhaltspuncten 
oͤfter verfahren war, deſto ſchwerer wurde es in der Folge, das Fehlerhafte auszuſcheiden, das 
Willkuͤhrliche zu regeln, und eine feſte Grundlage zu gewinnen. 

Erſt in der zweyten Haͤlfte des vorigen Jahrhunderts machten, Lambert in ſeinem 
Briefwechſel IV. B. S. 395 (vergl. Karſten's math. Abhandl. III. Über eine Stelle in 
Lambert's Briefwechſel) und vorzuͤglich d'Alembert in einer Abhandlung „Sur les quan- 
tites negatives“ im sten Bande feiner Opuscules mathématiques pag. 270, auf dieſen Man⸗ 
gel aufmerkſam. Wenn auch d' Alembert feine Unterſuchungen über dieſen Gegenſtand endigte, 
ohne daruͤber in's Reine gekommen zu ſeyn, ſo gaben doch ſeine Zweifel nicht bloß Stoff zu 
naͤhern (Fr. Mater — de negatione quantitatum geometricarum V. Nova acta soc. Up- 
sal. Vol. V. pag. 145), ſondern auch Veranlaſſung zu umfaſſendern Unterſuchungen; hoͤchſt 
wahrſcheinlich verdanken wir Carnot's Meiſterwerk (GéEométrie de Position) den d' Alem⸗ 
bertiſchen Zweifeln. 


Seit den letzten Jahren des vorigen Jahrhunderts wurde len Gegenſtande mehr Anf— 
merkſamkeit zugewandt. Es erſchien Kluͤgel's Abhandlung uͤber die Lehre von den entgegen— 
geſetzten Groͤßen im Hindenburgiſchen Archiv d. r. u. a. Math. 1795. Seine Anſichten wurden 
vorzüglich durch fein Wörterbuch ſehr verbreitet. Von 1798 bis in die neueſte Zeit führte Fr. G. 
Buſſe in verſchiedenen Schriften, beſonders in feinen „Neuen Erörterungen über Plus und 
Minus 1801“ Kluͤgel's Lehre von den verwandten Aufgaben beſtreitend feine Nichtungs⸗ 
Theorie durch. Im Jahre 1801 theilte Carnot ſeine Correlations-Methode mit, die mit 
Kluͤgel's Lehre von den verwandten Aufgaben ſehr uͤbereinſtimmt. Seine Geometrie de Po- 
sition 1805 enthaͤlt die ausfuͤhrlichſten Erlaͤuterungen und eine Menge der lehrreichſten Beyſpiele. 


Kluͤgel beruͤckſichtiget keinen Gegenſatz verſchiedener Größen in einem einzelnen Falle, 
ſondern nur einen Gegenſatz gleichnamiger Groͤßen in verſchiedenen Faͤllen. Carnot unter⸗ 
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ſcheidet ſich von Kluͤgel hauptſaͤchlich nur in den Ausdruͤcken. Kluͤgel und Carnot ſtimmen 
darin uͤberein, daß durch die Vieldeutigkeit der algebraiſchen Formeln keineswegs mehrere Faͤlle 
einer vorgelegten Aufgabe unmittelbar beantwortet werden, ſondern daß dieſe Formeln zu ſolchem 
Zwecke erſt einige Modificationen erleiden muͤſſen. Bey Kluͤgel und Carnot ſind a, b, x 
abſolute Zahlen. Buſſe dagegen ſtatuirt einen Gegenſatz verſchiedener Groͤßen auch im einzel⸗ 
nen Falle; die mehrdeutigen Reſultate der Algebra ſind ihm unmittelbar brauchbare Werthe der 
geſuchten Größe, die eben ſowohl, als die bekannten Größen ein (Ex), als auch ein (x) 
ſeyn kann. 

Wenn man auch Buſſe's Anſichten nicht theilen kann, ſo muß man doch geſtehen, daß 
er ſein Syſtem mit vieler Conſequenz durchfuͤhrte. Carnot's Werk iſt ſelbſt von feinen Geg⸗ 
nern ſehr geſchaͤtzt worden, und Buſſe's „Vergleichung zwiſchen Carnot's und ſeiner Algebra 
1304“ iſt nicht ſehr zum Nachtheile der erſteren ausgefallen. 

Da und dort gingen nach und nach die Anſichten dieſer Maͤnner in die Lehrbuͤcher der 
Mathematik über; aber in den meiſten unferer Elementarwerke wird den Zeichen + und — keine, 
oder nur eine ſehr geringe Aufmerkſamkeit geſchenkt. Gegen die Verwirrung bringende Einfuͤh— 
rung der entgengeſetzten Groͤßen in den Unterricht von den arithmetiſchen Speciebus hat, wie es 
ſcheint, Kluͤgel vergebens gewarnt. Von den ſogenannten negativen Gleichungswurzeln macht 
man nach Laune bald Gebrauch, bald keinen. Vom T und — der trigonometriſchen Linien 
wird groͤßtentheils ohne alle Erlaͤuterung Gebrauch gemacht u. dgl. 

Die Theorie dieſer Zeichen hat allerdings eigenthuͤmliche Schwierigkeiten, wenn man ſich 
damit nach dem Grade der geiſtigen Reife der Schuͤler richten muß, und es iſt eben nicht leicht, 
zu beſtimmen, was, und wie es jedesmal zweckmaͤßig hervorzuheben iſt; um ſo nothwendiger 
aber iſt es, daß man dieſem Gegenſtande feine Aufmerkſamkeit zuvende. Wenn ich es wage, 
hier meine Meinung auszuſprechen, ſo glaube ich es mir dabey zum Grundſatze machen zu muͤſſen, 
Abſtractionen, denen zu folgen dem Verſtande der Schuͤler zu ſchwer werden duͤrfte, eben ſo ſorg⸗ 
faͤltig zu vermeiden, als verfinnlichende Bilder, die nur geignet find, Mißverſtaͤndniſſe zu erregen. 

Durch die Ordnung, in welcher nach den neueſten Vorſchriften die Mathematik an den 
Gymnaſien gelehrt werden ſoll, bin ich veranlaßt, meine Bemerkungen uͤber PE und — zuerſt in 
der Buchſtaben-Rechnung, dann in der Lehre von den einfachen Gleichungen, Potenzen, Wur— 
zeln, quadratiſchen Gleichungen zu machen; weiters von der Übertragung einer Formel für einen 
Fall einer allgemeinern Aufgabe auf andere Faͤlle derſelben zu ſprechen, und darauf das T. und 
— der trigonometriſchen Linien zu gruͤnden. i 


A. 


Die Hanptſache bey aller Erkenntniß der Größen kommt darauf an, ihre gegenſeitige 
Beziehung und Abhaͤngigkeit zu beſtimmen. Will man das Geſetz einſehen, nach welchem die 
die Quantität der Größen ausdruͤckenden Zahlen zuſammenhaͤngen; die Regel, nach der aus eini— 
gen von ihnen die andern abgeleitet werden koͤnnen, ſo werden dazu beſtimmte Begriffe von 
Zahlenverknuͤpfungen und Regeln ihrer Bildung erfordert. Sind die moͤglichen Verknuͤpfungs⸗ 
arten der Zahlen aufgeſucht, und iſt die Regel ihrer Bildung dargeſtellt, ſo wird man dann die 
verſchiedenen gegenſeitigen Beziehungen der Groͤßen durch die verſchiedenen Verknuͤpfungen der 
ihre Quantität bezeichnenden Zahlen ausdruͤcken, und ihr Dependenz-Geſetz angeben koͤnnen. 
Nur die einfachſten dieſer Verknuͤpfungsarten ſind es, welche die Buchſtabenrechnung behandelt; 
ſie hat es alſo nicht mit Groͤßen, alſo auch nicht mit entgegengeſetzten Groͤßen, ſondern nur mit 
Zahlen, mit abſoluten Zahlen zu thun. 8 


Obſchon aber die Buchſtabenrechnung ihrem Objecte nach nichts mit entgegengeſetzten 
Groͤßen zu ſchaffen hat, ſo koͤnnte man doch fuͤr gut finden, dieſe als Verſinnlichungsmittel von 
Operationen, die mit Zahlen vorgenommen werden koͤnnen, zu benuͤtzen. Allein auf der einen 
Seite wird die ſcheinbar groͤßere Anſchaulichkeit, die dadurch in die Grundoperationen kommt, 
ſtark uͤberboten von den Mißverſtaͤndniſſen, die man in eben dem Grade veranlaßt, in dem man 
verſinnlicht, und von der Oberflaͤchlichkeit, zu der man ſich in der Folge verurtheilt findet; auf 
der andern Seite ſind, wenn man nur nicht gleich Anfangs von mehr abſtracten Begriffen aus⸗ 
geht, als eben die Noth erfordert, die Operationen, die man durch entgegengeſetzte Groͤßen zu 
verſinnlichen pflegt, keineswegs von der Art, daß die Einſicht der Gruͤnde, auf denen ſie beruhen, 
einen allzu hohen Grad von Abſtraction erforderte, und dadurch zu ſolchen Bildern noͤthigte; ſon— 
dern, ſo einfach, als die Operationen, ſind auch die Gruͤnde, auf denen ſie beruhen. Wozu alſo 
die Operationen durch das faͤrbende, truͤbende Medium entgegengeſetzter Groͤßen betrachten, 
wenn man ſie ſo leicht unmittelbar betrachten kann? 


Von entgegengeſetzten Groͤßen, als Verſinnlichungsmitteln vorzunehmender Operatio— 
nen, findet man haufig Gebrauch gemacht bey Neductionen und bey der Subtraetion, Multipli⸗ 
cation und Diviſion von Polynomien. 

Iſt z. B. die Subtraction a — (b — c) zu verrichten, fo erläutern die, welche ſich auf 
entgegengeſetzte Größen berufen, ungefähr fo: 

Weil von einer Größe eine andere ſubtrahiren eben fo viel ift, als zur erſteren die gleiche 
Gegengroͤße der zweyten addiren, fo iſt a—(b—- ) = a == bc) a- be. 


Dagegen erläutern andere etwa fo: 
a — (b—c)=a—b-+c; denn b von a ſubkkohitt wuͤrde geben a — b; da aber 
bier verlangt iſt, daß c Einheiten weniger, als b ſubtrahirt werden follen, fo muͤſſen zur 
Differenz a — b die c Einheiten, die nicht mit abgezogen werden ſollen, addirt werden. 

Ich glaube, daß die zweyte Erlaͤuterung die erſte wenigſtens uͤberfluͤſſig mache; beyde 
führen übrigens zur naͤmlichen mechaniſchen Subtractions-Regel. 

Der Ausdruck a — b hat nur einen Sinn für b Ta, keinen, wenn b > a; allein- 
wenn wir Summen oder Differenzen neuerdings zu Summen oder Differenzen verbinden, ſo be— 
kommen wir es haͤufig mit unmoͤglichen Differenzen zu thun. Dieß iſt der Fall bey Neductionen, 
wenn naͤmlich mehrere Glieder eines Polynomium in eines vereiniget werden, indem die ſonſt bloß 
angezeigten Additionen und Subtractionen der Buchſtabenrechnung moͤglich werden, wie in folgen— 
dem Beyſpiele 5 
| (ga- 7b) — (5a—4b)=9a —7rh—5a-+a4b 
denkt man fich dieſes Polynomium auf die Form einer | 

Summe oder Differenz gebracht, 


ſo hat man 1) „ (ab — 2b) 2) (ea sa) (eb ab) 
” D 4a - 3b. 


Obwohl nun der erſte Ausdruck eine unmoͤgliche Differenz enthaͤlt, ſo kann man doch 
nicht ſagen, daß er ſinnlos ſey (er iſt es wenigſtens nicht explicite, wenn auch implieite); man 
wird im Gegentheile leicht bemerken, daß er mit dem zwehten, mit dem er aus demſelben Poly: 
nomium entſtanden, gleichbedeutend ſey. Die unmögliche Differenz iſt in den erſten Ausdruck 
durch ein verkehrtes Operiren hineingekommen, und waͤre leicht vermieden worden. Es iſt aber 
eben nicht noͤthig, daß ſie vermieden werde; ſie bietet keine Schwierigkeit dar; man bemerkt leicht, 
daß man, ſtatt die unmoͤgliche Differenz 4b — Tb zu addiren, nur die umgekehrte mögliche 
Differenz zb — 4b ſubtrahiren, oder dieſe addiren dürfe, wo jene ſubtrahirt werden ſollte. 
5 Unmoͤgliche Differenzen koͤnnen alſo bey Neduetionen (ſcheinbar) begegnen; ihre Ent: 
ſtehung, fo wie ihre Bedeutung in Verbindung mit andern Zahlen iſt klar; für ſich betrachtet 
find fie finnlos. Das Reſultat 4a — 3 b muß eine mögliche Differenz ſeyn; eine; unmoͤgliche 
Differenz als Reſultat wuͤrde anzeigen, daß die verlangte Verbindung nicht zu bewerkſtelligen ſey. 
Man wird daher bey weiteren Verbindungen von Differenzen, 5. B „zu Producten, vorausſetzen 
duͤrfen, daß die Differenzen moͤgliche ſeyen. | | 

Die Bekenner der Lehre von den entgegengeſetzten Größen betrachten ab und — 7b 
als Gegengroͤßen, aus deren Vereinigung durch gegenſeitige Deſtruetion die — 3 b reſultire. 

I: 
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Man erreicht dasfelbe durch Auflösung des Subtrahends in Theile, wo dann der eine Theil des 


Subtrahends vom Minuend abgezogen werden kann, der andere aber als fubtractives Glied vor— 
handen bleibt. Auf keinen Fall hat man noͤthig, den Zeichen P und — andere ser, 
als die von Operationszeichen unterzulegen. 


a Bey der Multiplication hat man ebenfalls nicht noͤthig, bey ＋ und — au etwas anders, 

als an Operationszeichen zu denken, und ſchon im Begriffe von Multiplieiren auf Gegengroͤßen 
und negative Zahlen. anzutragen, und von einem So und ſo oft nehmen, oder von einem Neh⸗ 
men der Gegengroͤßen zu ſprechen. Auf iſolirt ſtehende Ausdruͤcke, wie — b, fuͤhrt die Buch⸗ 
ſtabenrechnung nicht, -alfo auch nicht auf eine Multiplication derſelben, und bey der Multiplica⸗ 
tion von Differenzen haben wir es nicht mit der een einer — b durch d oder — d 
zu thun. | 2 


Der Ausdruck (a — b) ec verlangt, daß e als a... emal genom⸗ 
men werden ſollen. Nimmt man, ſtatt (a — bp) cmal zu nehmen, a.. emal (Sac), fa 
hat man c mal b Einheiten ( be) zu viel genommen, die deßhalb von ac ſubtrahirt werden 


muͤſſen; es iſt alſo (a bes ac be 
(ab) (c—d) S (a = bye - (a- b) d; denn in (a—b)e 
waͤre der Multiplicand (a — b) .. . . dmal oͤfter wiederholt, als er wiederholt werden ſoll. 
Man hat alſo nicht — b mit e, oder — b mit — d, auch nicht a — b mit — d zu multipli⸗ 
ciren, ſondern a — b mit e —d; wenn man deſſenungeachtet während der Operation fo ver⸗ 


fährt, als waͤre — be d Abd zu nehmen, fo muß man nie vergeſſen, daß ein ſolches 


Verfahren bloßer Mechanismus iſt, und wenn man bey dieſer Gelegenheit von einer Regel der 


Zeichen ſpricht, ſo muß man dabey nicht die Meinung aufkommen laſſen, als waͤre eine ſolche 
Sprache richtig; Ausdrücke wie: Gleiche Zeichen geben I, ungleiche —, koͤnnen bloß durch 
das Beduͤrfniß der Kuͤrze entſchuldigt werden, der die Richtigkeit geopfert wurde. Je leichter 
aber durch ſolche unrichtige Ausdruͤcke Mißverſtaͤndniſſe veranlaßt werden koͤnnen, deſto mehr 
ſollte man ſich hüten, Begriffe von Multiplieiren zu geben, die ſolchen Deifseeiäträf Nah⸗ 
rung bieten. 


Eben ſo wenig als bey der Multiplieation hat man es bey der Divif ton mit fogenannten 


negativen Größen oder Zahlen zu thun. Die Spuren des bey der Multiplication befolgten Me 
chanismus muͤſſen zwar, gehoͤrig verfolgt, auch auf einen aͤhnlichen Mechanismus bey der Divifion 4 


führen. Die mechanifche Regel, die man ſi ich aus der Multiplication von Polynomien für die 
Bildung der Partialprodnete entnommen hat, muß wieder eine ſolche Regel fuͤr die Auffindung von 


Partialquotienten geben, und man wird alſo wohl von einer Regel der Zeichen u. dgl. auch bey 


— 


4 
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der Diviſion ſprechen, aber deßhalb muß man nicht erklaͤren wollen, was die Divifion zweyer 
Glieder, die nicht beyde zugleich poſitiv (oder vielmehr abſolute Zahlen) ſind, bedeute. 


B. 


Der Seeed er Groͤßen iſt entweder von der Art, daß wir ihn ſogleich über: 
Schauen, und unmittelbar die Regel angeben fönnen, nach der unbekannte Groͤßen aus bekannten 
gefunden werden koͤnnen, oder von der Art, daß wir zur Kenntniß dieſer Regel erſt durch eine 

Reihe von Schluͤſſen gelangen. Die Einfachheit der Zeichen und die Kuͤrze des Ausdrucks gibt. 
den algebraiſchen Schluͤſſen einen nicht unerheblichen Vorzug vor den Schluͤſſen in gewoͤhnlicher 
Sprache. Die Kette derſelben in gewoͤhnlichen Ausdruͤcken zu verfolgen, wuͤrde eine Anſtren— 
gung des Gedaͤchtniſſes und der Einbildungskraft erfordern, der in gar vielen Faͤllen kein menſch—⸗ 
licher Geiſt faͤhig ſeyn wuͤrde. Die Kuͤrze des algebraiſchen Ausdruckes erleichtert die Verkettung 
der Schluͤſſe, und liefert ein Gemaͤhlde, deſſen bloßer Anblick das Ganze viel deutlicher macht. 
So erheblich aber auch dieſer Vorzug algebraiſcher Schluͤſſe ift, fo drängte doch die Beſchraͤnkt— 
heit des menſchlichen Geiſtes, noch weſentlichere Erleichterungsmittel aufzuſuchen. In verwickel⸗ 
teren Fällen koͤnnte bey aller Erleichterung durch die Kuͤrze des algebraiſchen Ausdrucks die Kette 
der Schluͤſſe dennoch nur mit der aͤußerſten Anſtrengung des Verſtandes hergeſtellt werden. 
Nichts war daher glücklicher, als die Idee, die man hatte, die Verkettung der algebraiſchen 
Schluͤſſe auf eine Art Kunſtgriffe zuruͤckzufuͤhren, die den Geiſt einer fortdauernden Anſtrengung 
entbindend, nichts weiter erfordern, als einen gewiſſen Mechanismus der Operationen, der leicht 
und ſchnell zum geſuchten Reſultate führt, Einer dieſer Kunſtgriffe iſt die Transpoſition der Glie⸗ 
der einer Gleichung. Überlaͤßt man ſich aber bey Aufloͤſung einer Gleichung dem Mechanismus 
der Transpoſitionen, fo erhält man haufig unmoͤgliche Differenzen, negative Zahlen, die nicht 
wie die oben erwähnten in Ausdrücke verwickelt, und an größere Zahlen angefchloffen find, ſon— 
dern ifolirt daſtehen. Da die Wegnahme einer groͤßern Zahl von einer kleinern oder die Weg— 
nahme einer Zahl von 0 unmoͤglich iſt, for koͤnnen ſolche Zahlenausdruͤcke ſchlechterdings keine 
wirkliche Quantitaͤt bezeichnen. Es entſteht nun die Frage, was es fuͤr Folgen habe, wenn 
man durch dieſe oder jene Transpoſitionen unmögliche Differenzen erhalten hat. 

0 Man habe die Gleichung ax + d = bx ec. 


Weiß man, daß 5 a und ſonach auch d eg if, ſo wird man daraus ableiten: 


e e eee u, d—c=hx—ax 
d - 
e und Ba 
— 3 ih 
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Geſetzt aber, man habe unbekuͤmmert um das Größer oder Kleiner des a, b c. dar⸗ 


aus abgeleitet: 
0 2) ya 


fo find nun zwar a — b und c —d unmöglihe Differenzen, und die Regel, nach der die un⸗ 


bekannte Zahl aus den bekannten gefunden werden ſoll, kann ſtreng genommen nicht befolgt wer⸗ 
den; allein, wenn man die unmoͤglichen Differenzen ſo behandelt, wie ſie behandelt werden koͤn⸗ 


nen, wenn ſie mit andern Zahlen in Verbindung ſtehen, naͤmlich ſtatt derſelben die moͤglichen mit 


dem — Zeichen ſetzt, und dann auf iſolirt ſtehende negative Zahlen dieſelben mechaniſchen Opera⸗ 


tionsregeln anwendet, die auf ſie anwendbar ſind, wenn ſie nicht iſolirt ſtehen, ſo compenſirt die 
Diviſion den Fehler der Transpoſition. Wenn man annimmt, daß 

c — d — (d — c) d- 

a — b —(b—a)’ b-a 
denſelben Quotienten geben, ſo kann man natuͤrlich in obigen Gleichungen die erſten ſinnloſen 
Ausdruͤcke — (d — c) oder c—d ſtatt d — c ic. ohne NN Einfluß ie das Ne⸗ 
ſultat ſetzen. | 


Wenn man auf beyden Seiten einer Gleichung die Zeichen ändert — was man ſich als 


eine Multiplication mit — 1 vorſtellen kann —, fo erhält man entweder unmögliche Differenzen, 


wenn man zuvor mögliche, oder moͤgliche, wenn man zuvor unmoͤgliche hatte; im erſten Falle ſtellt 
die Diviſion am Ende, im zweyten gleich die Multiplication mit — 1 das natuͤrliche und ur⸗ 
ſpruͤngliche Verhaͤltniß der Dinge wieder her, welches in der Grundgleichung (dem algebraiſchen 
Ausdrucke einer moͤglichen Aufgabe) vor aller Transformation geherrſcht haben muß. 
Darum muß man aber nicht meinen, daß die Multiplication und Diviſion negativer 
Zahlen für ſich einen Sinn habe, etwa wie die Multiplication und Diviſion abſoluter Zahlen. 
Die Rechnung mit Formen, welche unmoͤgliche Operationen fordern, iſt eine fingirte. Solche 
Formen, die eben darum, weil ſie unverrichtbare Operationen fordern, nicht wirklich Zahlen 


vorſtellen, und die Rechnung damit, nach den mechaniſchen Regeln, die man ſich aus dem Orga⸗ 90 


nismus des Galculd mit Formen, welche wirkliche Zahlen repräfentiren, entnommen hat, koͤn⸗ 
nur darin ihre Rechtfertigung finden, daß ſich an dieſelben, ohne daß ein nachtheiliger Einfluß 


- auf ein beabſichtigtes Endreſultat zu beſorgen wäre, die Erreichung wichtiger Zwecke, eine eben 


nahmhafte, als nothwendige Erleichterung der Arbeit, und die größte Allgemeinheit algebrai⸗ 
ſcher Formeln knuͤpft; Zwecke, Fe genug, wenn auch ſonderbere 12 ae Mittel 
zu rechtfertigen. 
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Vom Anfange herein die Begriffe von Summen, Differenzen u. ſ. w. in der Art zu ſtei⸗ 
gern, und zu verfolgen, daß fie auch unmögliche Operationen fordernde Formen umfaſſen, mag 
in einem ſtrengern Syſteme geſchehen; waͤre aber da unzweckmaͤßig, wo das ſchwache Abſtrac⸗ 
tionsvermoͤgen der Schuͤler den Grundſatz erheiſcht, von nicht mehr abſtraeten Begriffen auszugehen, 
als die hoͤchſte Noth erfordert. 

Eine Verſinnlichung ſolcher Formen und der Operationen mit denſelben durch die entge⸗ 
gengeſetzten Größen erregt Mißverſtaͤndniſſe, ohne die Schwierigkeiten zu heben. Man wird 
doch nicht bey — a & — a= ＋ a? u. dgl. an entgegengeſetzte Größen denken wollen? Zu⸗ 
dem kehren bey der Rechnung mit den fogenannten imaginären Größen, die doch keine Verfinnli- 
chung mehr geſtatten, die Schwierigkeiten wieder. 

Vorhin wurde bemerkt, daß, wenn auch in abgeleiteten Gleichungen unmoͤgliche Differen— 
zen vorkommen, dennoch in der Endgleichung fuͤr die Unbekannte wirkliche Zahlen vorſtellende 
Formen erhalten werden. Bisweilen ergibt ſich aber dennoch als Reſultat für x eine iſolirt ſtehende 
negative Zahl; dieß iſt der Fall, wenn in obiger Gleichung, wo x = on die eine der 
Differenzen möglich, die andere unmöglich iſt; wenn alfo eine Seite der Gleichung eine unmoͤg— 
liche Differenz, die andere eine moͤgliche geworden iſt. Wenn die Grundgleichung richtig iſt, ſo 
muß begreiflicher Weiſe durch jede Transformation, wodurch eine Seite der Gleichung eine un— 
moͤgliche Differenz wird, es auch die andere werden. Ein negativer Werth fuͤr x erhalten deutet 
alſo auf eine Unrichtigkeit der Grundgleichung hin. Die Gleichung ax d = bx iſt ab⸗ 
ſurd, wenn bey b > nicht zugleich d s ift. 

Führt eine Aufgabe auf eine Gleichung, aus der für x eine negative Zahl reſultirt, fo iſt 
dieß 0 7 daß die Aufgabe, deren genauer Ausdruck die Gleichung iſt, widerſprechende 
Bedingungen enthalte. 

Obwohl nun ein negativer Werth für x eine Abſurditaͤt der in Gleichung gebrachten 
Aufgabe beurkundet, ſo kann er doch haͤufig zur Loͤſung anderer, mit der in Gleichung gebrachten 
zuſammenhaͤngender Aufgaben benuͤtzt, und ſelbſt als Aufloͤſung für die gegebene Aufgabe zugelaſſen 
werden, ſobald dieſe ſo unbeſtimmt geſtellt iſt, daß andere mit darunter verſtanden werden koͤnnen. 

Waͤre, um mich eines ganz einfachen Beyſpieles zu bedienen, die Frage: Wie viel 
Vermoͤgen hatte der, welcher, nachdem er 5000 Gulden geerbt hat, 3000 Gulden beſitzt? ſo 
muͤßte A) x ＋＋ 5000 = 3000 

ö und x = — 2000 ſeyn. 

Wuͤßte man nicht im Voraus, daß die Bedingungen der Aufgabe eee ſeyen, ſo 

wuͤrde dieſes der fir x gefundene negative Werth anzeigen. 


« 
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Haͤtte man gefragt: Wie viel Schulden ꝛc.? fo hätte man 
| B) 5000 — XK 3000 
und X. = 2000 erhalteu. 

Man bemerkt nun leicht, daß die erſte Gleichung in die zweyte, und die Aufloͤſung der 
erſten in die der zweyten uͤbergeht, wenn man in jener — X PAR x Tebt, denn alsdann hat man 

Xx 2000 oder x = 2000. 

Es kann alſo der negative Werth von X in A abſolut genommen als Aufloͤſung einer 
Aufgabe betrachtet werden, die, wenn man ſie in Gleichung bringt, zur Gleichung B fuͤhrt, 
welche aus der Gleichung A erhalten wird, wenn man in derſelben — x ſtatt x ſetzt. Durch 
ſolche Betrachtungen kann man ſich oft die Muͤhe des Aufloͤſens verwandter Aufgaben erſparen. 

Daß aber, wie es hier der Fall iſt, negative Aufloͤſungen der Gleichungen allemal in entge⸗ 
gengeſetzter Beziehung genommen werden muͤſſen, um Aufloͤſungen eines hefondern Falles einer 
allgemeinen Aufgabe zu geben, iſt eine eben ſo unrichtige, als oft wiederholte Behauptung. Ni 
heres darüber in der Folge. 

Bey der Lehre von den Potenzen und in. welche auf die Gleichungen des erſten 
Grades folgt, muͤſſen die unmoͤglichen Differenzen oder iſolirt ſtehenden negativen Zahlen, auf 
welche die Behandlungsart der Gleichungen des erſten Grades führte, ſchon beruͤckſichtigt werden. 
Hier kann aber nicht die Frage ſeyn, was — 0 = 6, oder — ax — a gebe, ſondern | 
nur, was ſtatt — a 4 — a geſetzt werden koͤnne? Es laͤßt ſich nicht beweiſen — 6 X — 6 
gebe 36, 5856 ax —a gebe 42; aber es läßt ſich beweiſen, daß die Annahme 
— 6 —6— 30, oder — ax —a— az nicht zu falſchen Reſultaten führen koͤnne. Eine 
nothwendige Folge dieſer Annahme aber iſt dann die Zweydeutigkeit des Ausdrucks [P a2, der 


bald 4 a, bald — a vorſtellt, und daher mit Vorſicht behandelt ſeyn will, ohne welche dieſe 


— 1 


Annahme leicht ſchaͤdlich werden koͤnnte. Es iſt dieß nicht die einzige Vorſicht, welche dieſe An⸗ 
nahme nothwendig macht; den ſo langwierigen Streit uͤber die Logarithmen Wee Zahlen 
erregte bekanntlich ein Mangel an ſolcher Vorſicht. 

| Die Zweydeutigkeit des Ausdrucks [a iſt befonders auch bey Aufloͤſung PRO: 


Gleichungen zu beruͤckſichtigen, und iſt der Grund, warum wir jeder quadratifchen Gleichung 


zwey Wurzeln zuͤſchreiben muͤſſen. > Ausdeutung dieſer dee muͤſſen wir ‚feige 3 
Faͤlle beachten: 
1) Die eine Wurzel iſt Sf (abſolut), bie andere megagie: 
2) Beyde Wurzeln find negativ. 5 
3) Beyde Wurzeln ſind imaginaͤr. 
a) Bepde Wurzeln ſind poſitiv. 0 


3 
t / 
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Im erſten Falle kann nur der poſitive Werth von x die in Gleichung gebrachte Aufgabe 


löſen. 


in Gleichung gebrachte Aufgabe widerſprechende Bedingungen enthalten muͤſſe, daß ihr alſo keine 


Auflöfung zukomme. — Wie ſolche Werthe, imaginaͤre eben fo wohl, als negative, häufig zur 


Aufloͤſung anderer Faͤlle einer allgemeinen Aufgabe benutzt werden koͤnnen, davon wird gleich 
nachher die Rede ſeyn. | 

Im vierten Falle muß aus ütkbesn Bedingungen der Aufgabe, als denen, die während 
der Auflöfung der Gleichung beruͤckſichtigt worden, ermeſſen werden, ob beyde Werthe, oder nur 
der eine die Aufgabe loͤſen. Oft loͤſet fie nur der größere Werth, oder es darf die Quadratwur⸗ 
zel bloß abſolut genommen werden; oft loͤſet ſie aber auch nur der kleinere, oder es darf die 
Quadratwurzel bloß negativ genommen werden, wie bey der Aufloͤſung folgender Aufgabe: 

Aus der Zeit, die zwiſchen dem Augenblicke, da man einen Stein in eine Grube fallen 
laͤßt, und dem Augenblicke, da man den Schall vom Auffalle desſelben auf den Boden hoͤrt, 
verfließt, die Tiefe der Grube zu finden. | 

Aufloͤſung. Es ſey die Tiefe der Grube x Fuß, der Raum, durch welchen der Stein 
in der erſten Sekunde fallt, g Fuß, der Weg des Schalles in einer Sekunde c Fuß, alſo die 


a 5 er | 
Zeit, die der Schall braucht, um durch den Raum x zu gehen, 25 Sekunden, es ſey ferner die 


vom Beginne des Fallens bis zu dem Vernehmen des Schalles berſoſſee Zeit t Sekunden, ſo iſt 


die Zeit, waͤhrend welcher der Set fallt, SE Sekunden, und 


8 (89) 


E (2gt c) 
BET 


0 at e) He (on- agt) 
28 

Obwohl hier die beyden Wurzeln poſitiv ſind, indem 
c? ＋ 4egt 4g2t2 C ＋ Acgt 
G ＋ 28 VJe(e + Agt) 
(e 2gt) V (e gt), 
e(2gt ) = ce 3 4g0) 
ä 


— 


fo kann doch nur x = die dle loͤſen, weil die Grund⸗ 


Die negativen und imaginaͤren Werthe im zweyten und dritten Falle zeigen an, daß die 
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gleichung vorausſetzt, daß 1 > oder x Se et ſey. Nun ware ſchon X — — 1 
c? g 8 
= t 28 > ct, daher hier nur das — vor dem Wurzelzeichen genommen werden kann. 


; | ah ( Agt - co) ce V’c(c+-agt) 


Der eine Werth von x, namlich: 28 wuͤrde eine Auf⸗ 


x 2 
gabe löfen, deren Gleichung wäre Xx = g (5 —t) . Dieſe und die vorige führen zur naͤmli⸗ 


| c(2gt+- c) Er | 
chen dritten xe — x Y — et? Während aber die erſtere vorausſetzt, daß 
X | . . * f 75 
ı>7 885 ſey „ ſetzte die zweyte das Gegentheil 8 Vt, oder X > ct voraus, daher für die zweyte 
5 e Velc agt) g er | Hes + agt) 
* 28 7 28 8 28 28 zu klein, Aan klei⸗ 


ner als ct ausfallen wuͤrde. 
Iſt g= 15, c= 1040, t= 10, Jo erhalt man, wenn man vor dem a 

nur — gelten läßt, die Tiefe der Grube x = 1182 Fuß. 

Hätte man die Quadratwurzel abſolut genommen, fo hätte man die Tiefe der Grube ganz 
unrichtig zu 91724 Fuß erhalten. 
| Wegen des Umſtandes, daß nur die negative [J Wurzel genommen werden darf, die abſo⸗ 
lute aber verworfen werden muß, iſt beſonders folgende geometriſche Aufgabe, die urſpruͤnglich 
von Newton herruͤhrt, beruͤhmt geworden: 

Aus der Hypotenuſe eines rechtwinkeligen Dreyeckes, und aus der Summe der K athe⸗ 
ten und des vom Scheitel des rechten Winkels auf die e alas Perpendikels, die 


= Größe dieſes Perpendikels und der Katheten zu finden. 


A 
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Auflöfung: Es ſey im Dreyecke BAC die gegebene Hypotenuſe BC — a, die gegebene 
Summe AB ＋ AC AD = b, AD = x, AB S y, alſo AC b—x—y, 
fo ift 
BC? — AB? ＋ AC2, oder I) 2=y?-+(b—x—y)2. 

Ferner ift, weil ABACn ACD, e 
BC: AB = AC: AD, | | 
oder ıay=b—x—y:x; alfo II) ax = y (b x - 5). 
Addirt man I. und II., nachdem man vorher II. mit 2 multiplieirt hat, ſo erhaͤlt man 
a2 ＋ 2 ax = b — 2 bx E x2, 
und daraus Xx Sab Ua2aa rb). 


Hiernach hätte x zwey verſchiedene Werthe, welche beyde poſitiv wären, da 
b Da 
b D a? 
a2 ＋ zab - ＋ be D a2 2 ab ＋ a2 
a+b>rza(a+-b). 

Es darf aber hier nur x = a+b -d a (a A- b) genommen werden, weil die Grund: 
gleichungen und alle Bedingungen der Aufgabe b a vorausſetzen. Ueberhaupt gehört x S a 
b - V’2a(a--b) für alle Aufgaben und Gleichungen, die entweder x Tea oder x Tb 
oder X Ta b vorausſetzen; kann dagegen nicht genommen werden bey Aufgaben und Glei— 
chungen, die entweder x > a oder x > b vorausſetzen. 

Naͤhme man fuͤr x den Werth aba (a a und feste man diefen Werth 
in II. ſtatt x, um y zu finden, fo erhielte man 


—a—V2aa+b) EV (-a ab- 22 Ua (b) 


2 


= 
Man erhielte alfo für x imaginaͤre Werthe. 
Setzt man dagegen in II. ab -a (a b) ſtatt x, fo erhält man 
— a4 Veaa+b) Hr ( = ab 2a2HVa⁊a (a+b)). 
— !lüꝛꝛbęDxfꝛeæ—ßꝛS——— 7 
| 2 
wo der eine Werth fuͤr AB, der andere fuͤr AC gehört, 


Die Aufgabe: Aus dem Perimeter p eines rechtwinfelig = gleichfchenfeligen 50 
deſſen Katheten zu finden, befindet ſich im naͤmlichen Falle. 
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Hier iſt (P — 2” = en 
x2 — 2X - 2p? 
ee 
Es muß aber auch hier pP V2 verworfen werden, weil die Geundgleichuhng 
p>ıx oder x Ip vorausſetzt; dieſer Werth von x wuͤrde die Aufgabe loͤſen, deren Glei⸗ 
chung (2x — p)? = 2x? wäre, welche ebenfalls zur Gleichung x? — 2px= —4p? 
führte, jedoch vorausſetzte, daß 2x p oder x ap ſeyn muͤſſe, und deßhalb x = p 
— 2p 2 Ap nicht geſtattete. 
Haͤtte man gleich aus 
(zy — 9x)? — 2x? abgeleitet 
p 2x Xx 2, 
ſo haͤtte man ebenfalls erhalten 


Wenn man die algebraiſchen Formeln mehrerer beſonderer Faͤlle einer allgemeinen 
Aufgabe, in welchen man für die correfpondirenden Größen die naͤmlichen Symbole beybehal⸗ 
ten hat, mit einander vergleicht, fo findet man, daß fie ſich nur durch die Zeichen E und — 
in einigen ihrer Glieder unterſcheiden, und daß die algebraiſche Formel des einen Falles in die 
der andern Falle übergeht durch eine bloße Aenderung dieſer Zeichen, oder durch einfache Sub⸗ 
ſtitutionen, welche dieſe Veraͤnderung bewirken. 

Man habe fuͤr zwey verſchiedene Faͤlle einer allgemeinen Aufgabe die Gleichungen: 


1) o SD a2 ＋ b - 2 ax 2) ®—=a?+-b?+ 2a 
42 ＋ bz — 2 | Er 227208 
7 75 2a . 


fo geht die Gleichung 1 in die Gleichung 2, und die Auflöfung der 1. in die der 2. über, 
wenn man — x ſtatt x, oder — a ſtatt a ſetzt; 
oder man habe 


1) * 2 EN = 2br 2) X2 — mR 2 br 
—n+V (s br n2) n-+V (6 br nz), 
JFVVFVVVFVCCCCCCC N 3 W rag 

2 2 


ſo geht die Gleichung 1 in 2, und die Aufloͤſung der 1. in die der 2, Über, wenn man — X 
ſtatt x, oder — n ſtatt n ſetzt; | 1 
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oder man habe: 
1) * — ax = - n2 | 2) x? —ax—n? 
xX aA (da? —n) * a EL (42 ＋- na), 
fo geht 1 in 2 und die Aufloͤſung der 1. in die der 2. uͤber, wenn man — n: ſtatt n? (alfo 
Ine ſtatt — n2) oder n — 1 ſtatt n ſetzt u. ſ. w. 

Die Herleitung der Gleichung 2 eines zweyten Falles einer allgemeinen Aufgabe aus der 
Gleichung 1 eines andern Falles derſelben, fo wie die Herleitung der Auflöfung der zweyten 
aus der der erſten Gleichung hat durchaus keine Schwierigkeit, wenn man nur weiß, welche 
Quantitaͤten in die zweyte Gleichung mit veraͤndertem Zeichen eingehen. Es wird alſo jetzt an— 
gegeben werden muͤſſen, nach welchen Kriterien dieſe Aenderung oder Nichtaͤnderung der Zeichen 
entſchieden werden koͤnne. 


Man habe die beyden Dreyecke 


A A 


B Dem B fe 


von deren Spitzen auf die Grundlinien Perpendikel gefällt, und die Seiten nach den gegen⸗ 
1 6 Winkeln benannt ſeyn moͤgen, ſo iſt eine fuͤr 17 Figuren 7 Gleichung 
C2 — 42 . b — 22 ＋C 2a. BD. A. 
Dieſe Gleichung vereinigt die beyden Gleichungen 
1) 2 — a2 g be — (a- BD) 22 und 2) C2 — a2 = bz - (BD — a) 2z a 
oder 2 — 42 b2 — CD. 2a oder 2 — a2 be OD. 2a, 
von denen die eine nur fuͤr die erſte, die andere nur fuͤr die zweyte Figur gilt. 
| Man wird ſtatt der Gleichung A die Gleichung 1, in welcher die 2 a fache Differenz 
a — BD ſubtrahirt iſt, nehmen koͤnnen, fo oft a r BD; man wird aber dieſe nicht nehmen 
koͤnnen, ſondern die Gleichung 2 nehmen, oder die 2 a fache umgekehrte Differenz BD — a 
addiren muͤſſen, wenn BD Da iſt. 

Stellt man ſich vor, daß die erſte Figur allmaͤhlig in die zweyte uͤbergehe, ſo wird die 
Gleichung 2 — 42 =b?—CD.2a gelten, fo lange a>BD, alſo a — BD eine moͤg⸗ 
liche Differenz iſt; man wird aber die Gleichung o2 — a? = be CD. 2 a nehmen muͤſſen, 

3 * 
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ſobald a T BD geworden. Wenn a, welches größer als BD war, kleiner als BD werden 
ſollte, ſo mußte es ehevor = BD geworden ſeyn; man mußte alſo a — BD = CD S o ge⸗ 
habt haben; CD konnte alſo das Zeichen nicht ändern, ohne die aͤußerſte Graͤnze der Abnahme 
erreicht zu haben. 
Geſetzt, man habe für Figur I. die Gleichung 62 — a2 = b — CD. 22 gend 
Will man nun unterſuchen, welche Modificationen dieſe Gleichung erleiden muͤſſe, damit ſie 
guͤltig fuͤr Fig. II. werde, ſo darf man ſich nur vorſtellen, daß Fig. I. allmaͤhlig in Fig. II. 
übergehe, dadurch, daß ſich C gegen D und darüber hinweg gegen B bewegt. So lange keine 
der durch a, b zc. repraͤſentirten Größen die aͤußerſte Graͤnze ihrer Abnahme erreicht hat, fo 
lange (rechts von D bleibt, iſt offenbar die gefundene Gleichung unmittelbar gültig; denn fie 
beſteht ja unabhängig von einer beftimmten Größe der a, b ze. | 
Setzt man ftatt OD in der gefundenen Gleichung den aus Fig. I. genommenen Werth 
a — BD, fo daß man hat | 
c®? — a? =b?—(a—BD)2a 
—b?—2a?-+-2a.BD, 
fo ift dieſe Gleichung auch noch unmittelbar giltig, wenn ſich C über D hinweg gegen B be— 
wegt hat, und Fig. I. in II. uͤbergegangen iſt, weil keine der in die Gleichung verwickelten 
Quantitaͤten beym Durchgange des Punktes C durch D o geworden iſt. Will man aber jetzt 
aus letzterer Gleichung wieder herſtellen | 
6? — àa2 ee e 
ſo geht das nicht mehr an, weil inzwiſchen a SBD geworden iſt. Dagegen kann man ber: 
ſtellen 
02 — a2 bz - (BD — a) 2a 
oder e? — a? = be CD. 2a. 
Dadurch, daß man in der gefundenen Gleichung ſtatt der durch 0 gehenden CD ſetzte 
a — B), hat man dieſe Gleichung in die allgemeinere A verwandelt, aus der man leicht die 
ſpeciellere Gleichung für Fig. II. entnehmen, und ſich dabey überzeugen konnte, daß das Zeichen 
vor CD geaͤndert werden muͤſſe, wenn die gefundene Gleichung fuͤr Fig. II. gelten ii Die 
naͤmlichen Folgerungen kann man auch in andern Faͤllen machen. | 
Wenn demnach uͤberhaupt in einer Figur Pm —n, und in einer andern, i in die die 
erftere durch eine fucceffive Bewegung ihrer Theile, die man ſich als vor ſich gehend vorſtellt, 
übergehen kann, p=n— m, ohne daß während dieſes Ueberganges m oder n durch O ge: 
gangen, ſo muß man, um aus der Gleichung fuͤr die erſte Figur die Gleichung für die zweyte 
zu erhalten, die p mit veraͤndertem Zeichen ſetzen, ſie in dieſer ſubtrahiren, wenn ſie in jener 
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addirt, oder addiren, wenn fie in jener ſubtrahirt werden muß. Wenn man ſich hier der Aus— 
drücke bedient: p iſt in der erſten Figur poſitiv, in der zweyten negativ u. dgl., fo muß man 
ſolche Ausdruͤcke bloß als techniſche betrachten, und von allem woͤrtlichen Sinne derſelben den 
Gedanken abziehen. 

1 1 
M n, p 


Man kann auch haben in einer Figur J — „ und in einer andern, in 


3 1 
welche die erfte übergehen kann, q - —— — — 55 dann muß man, um aus der 


Gleichung fuͤr die erſte Figur die für die zweyte zu erhalten, das Zeichen der q ebenfalls ändern, 
aber in dieſem Falle iſt beym Uebergange der erſten Figur in die zweyte q nicht durch 0, ſondern 
durch os gegangen. Die Differenz m —n mußte, um n — m zu werden, o geworden ſeyn; 


1 
man mußte alſo g = 9 = 0 gehabt haben. 


Größen, welche entweder conſtant find, oder beym Uebergange einer Figur in eine an: 
dere zu= oder abnehmen, ohne die aͤußerſte Graͤnze ihrer Zu- oder Abnahme zu erreichen, Fön: 
nen nicht negativ werden. So lange keine der Größen durch 0 oder durch co geht, bleibt die 
Gleichung fuͤr die Grundfigur fuͤr alle andern Figuren guͤltig, in die ſie allmaͤhlig uͤbergegangen. 
Der Durchgang durch 0 oder O iſt alſo, wenn auch für ſich allein noch kein verlaͤſſiges 
Kriterium, doch eine nothwendige Bedingung der Aenderung des Zeichens einer 
Groͤße. Wenn man erkannt hat, daß eine Größe beym Uebergange einer Figur in eine andere 
durch 0 oder co geht, fo muß man, um ſich zu überzeugen, ob das Zeichen, welches ihr vor— 
hergeht, geändert werden muͤſſe oder nicht, die Werthe derſelben vor und nach dem Durchgange 
durch 0 oder co mit einander vergleichen, und daraus auf die Aenderung oder Nichtaͤnderung des 
Zeichens ſchließen. | 

Es kann gerade diejenige Größe, die in zwey ſpeciellern Fallen einer allgemeinen Aufgabe 
das Zeichen ändern muß, die unbekannte; — und es koͤnnen dabey die gegebenen unter Bedin— 
gungen gegeben ſeyn, die nur mit dem einen der ſpeciellern Faͤlle vereinbar ſind. Hier weiß 
man oͤfters nicht im Voraus, welche der ſpeciellern Aufgaben, in die die allgemeine zerfaͤllt, die 
gegebene ſey. 

| Nimmt man au, ſie ſey die eine, fo ift dieſe Annahme richtig oder unrichtig; iſt fie un: 
richtig, fo wird der für x erhaltene negative, oder auch imaginaͤre Werth nicht bloß die Abſurdi— 
tät der in Gleichung gebrachten Aufgabe, oder die Unvereinbarkeit der Annahme mit den Daten 
beurkunden, ſondern auch die Art und Weiſe anzeigen, wie die Annahme zu berichtigen ſey. 
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Iſt z. B. in den obigen Dreyecken o = 100% h = 60, a= 75 gegeben, und CD D x zu 
ſuchen, fo erhält man, wenn man aus Fig. 1. ſchließt, x = — 5,166. 


Dieſer für x erhaltene negative Werth zeigt die Unvereinbarkeit der Annahme, daß D 
zwiſchen B und C liege, mit den Daten der Aufgabe an, und gibt zugleich zu erkennen, daß 
x negativ werden muͤſſe, damit — x = — 5,166. . oder x = 5,106. erhalten werde. — Soll 
aber die x (S a— BD in Fig. I.) negativ werden, fo muß fie durch O gehen und = BD — 2 
werden, d. i. Fig. I. muß in II. übergehen, oder es muß angenommen werden, daß der Per- 
pendikel außerhalb des Dreyeckes liege. 


Daß eben ſo, wie von negativen, auch von imaginaͤren Werthen der Unbekannten 
Gebrauch gemacht werden kann, laͤßt ſich an folgendem Beyſpiele zeigen, welches Carnot ſo 
merkwuͤrdig gefunden hat, daß er ſich auf mehreren Blättern darüber verbreitet: 


Auf einer geraden Linie MIN, auf der das Stuͤck AB gegeben, den Punkt D fo zu 
beſtimmen, daß das Rechteck aus den Segmenten AD und BD D n? ſey. 
, e | 
Aufloͤſung: Es ſey AB=a, AD D x, fo hat man, wenn man annimmt, daß der 
Punkt D zwiſchen A und B liege, 


x(a—x)—n? 
x Za (1a? — n2). 


Dieſe Aufgabe hat zwey Aufloͤſungen AD und AD, wenn n? as; wenn aber 
n? fa gegeben iſt, fo find die Wurzeln der Gleichung imaginaͤr. Man darf aber daraus 
nicht ſchließen, daß für n? e die gegebene Aufgabe keine Aufloͤſung habe, ſondern nur, 
daß die in Gleichung gebrachte keine habe, oder daß die Annahme, D liege zwiſchen A und B 
mit der Bedingung n? fa“ unvereinbar ſey. Der für x erhaltene imaginaͤre Werth, wel 
cher dieſe Unvereinbarkeit zu erkennen gibt, zeigt zugleich auch an, wie die Annahme zu be: 
richtigen ſey. Wenn namlich bey n? > abder Ausdruck l“ (ka? —n?) möglich werden 
ſoll, fo muß das Zeichen, welches nm? vorangeht, geändert werden, oder n' muß negativ, alſo 
— u! poſitiv werden. Soll aber n | = x(a— xX) S ax— x5] negativ werden, fo muß 
es = x? — ax = X (X — a) werden; es muß alſo x>a werden, oder D muß uber B 
hinausruͤcken nach D; dann hat man X (X — 4) nz, und | 


x aT“ (Aa En); 
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wo die poſitive Wurzel x = AD’ die Aufgabe unter der Vorausſetzung loͤſet, daß D rechts 
von B liege; die negative aber anzeigt, daß ſich vielleicht noch eine andere Vorausſetzung mit 
den Bedingungen der Aufgabe vereinigen laſſe. Unterſucht man dieß auf die eben vorhin angege- 
bene Art, fo findet man, daß Xx = AD ebenfalls eine b der Aufgabe gebe, daß alfo 
der Punct D auch auf der Seite von A liegen koͤnne. 


Es zeigen alſo einerſeits die negativen Gleichungswurzeln eben ſowohl, als die imagi— 
naͤren, eine Unmoͤglichkeit der in Gleichung gebrachten Aufgabe an, und es koͤnnen anderſeits 
die imaginären Wurzeln eben ſowohl, als die negativen, zur Löfung anderer Aufgaben benuͤtzt 
werden, die mit der in Gleichung gebrachten zuſammenhaͤngen; ſie leiten die einen, wie die an— 
dern, zu den Modificationen, die an der Gleichung und an der Aufgabe vorgenommen werden 
muͤſſen; fie koͤnnen ſelbſt die gegebene Aufgabe loͤſen, ſobald dieſe fo unbeſtimmt gegeben iſt, 
daß die modifieirte mit darunter begriffen werden kann. In vielen Faͤllen aber muͤſſen die nega— 
tiven und imaginaͤren Wurzeln als ganz unbrauchbar verworfen werden. 


Wenn negative Wurzeln Aufloͤſungen von Aufgaben geben ſollen, ſo muß gewoͤhnlich 
die Unbekannte in einem Sinne genommen werden, der dem, in welchem man ſie angenommen, 
entgegengeſetzt iſt. Dieß iſt der Fall in den eben angeführten Beyſpielen, und iſt allzeit der Fall, 
wenn die Unbekannte auf einer firen Linie von einem gegebenen Anfangspuncte aus genom— 
nommen werden ſoll. Man wuͤrde aber irren, wenn man daraus zu allgemeine Folgerungen 
ziehen wollte. Die negative Wurzel kann auch anders gedeutet werden muͤſſen, wie bey der 
Aufloͤſung folgender Aufgabe: 

Wenn im Diameter AB eines Kreiſes ein Punct D gegeben iſt, von dem Puncte A des 
Diameters eine gerade Linie ſo zu ziehen, daß das zwiſchen der Peripherie des Kreiſes und der 
durch den gegebenen Punet D des Diameters errichteten Senkrechten enthaltene Stuͤck G H 
derſelben = n ſey. 


24 


Auflöfung E&fyAB=2r, AD = b, AHD x, 
ſo iſt 5 K be) 
=V'b(2r—b) 
1 DE — DH Vb@r—b)— V (x —b?) 
FE = 2 L, b(à2r — b) 
FH=FE—EH=Yb(2r—b)+V(&?—b°); 


ferner ft EH: HGS AH: FH 
b (zr - b) - (x —b’):n=x:V’b(2r—b) g (K —- b) 
nx = [V b(zr — b) - (K- b) J. IV b(zꝛr— by ( —- b) 1 
nx = (zr — b) — (x —b?) 
Xx nx S 2 br 
5 —n--V (s br n?) 
2 


Die poſitive Wurzel loͤſet die Aufgabe. Was bedeutet aber die negative? Wenn man 
dieſe erläutern will, fo muß man — x ſtatt x, oder, was auf dasſelbe hinausgeht, — n ſtatt n, 
alſo auf jeden Fall — nx ſtatt nx ſetzen. Soll aber nx[=b(2r — b) - (* -b) 
negativ werden, fo muß es = (& — b.) — b(2r -b) werden; es muß alfo * her 
b(2r — b), d. i. DH? PE“, demnach auch DH>>DE werden, oder es muß H nach 
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H' ruͤcken, DH in DH’, AH in AH’ und AG in AG’ übergeben. Wenn II durch E geht, 
wird GH oder n = 0 und dann negativ, weil vor dem Durchgange durch 0 
GH=AG AH; nach dem Durchgange o aber 
G H= AH - AG. ' 
HE wird ebenfalls negativ, man braucht aber darauf nicht zu ſehen, weil dieſe Linie 
durch keinen der Buchſtaben des Calculs ausgedruͤckt iſt. Es wird demnach 
e 
e | 
der AH entſprechen. Obwohl nun hier die negative Wurzel abfolut genommen die Auflöfung 
eines beſondern Falles der gegebenen Aufgabe gibt, ſo darf ſie doch nicht im entgegengeſetzten 
Sinne der poſitiven genommen werden. 

Dieſe Aufgabe iſt auch noch in anderer Hinſicht, merkwuͤrdig; ſie geſtattet naͤmlich vier 
Auflöfungen, zwey oberhalb, und zwey unterhalb AB, obwohl ihre Gleichung, wenn man 
AH als die Unbekannte nimmt, nur vom zweyten Grade iſt. Haͤtte man die Unbekannte auf 
der durch D errichteten Senkrechten genommen, fo hätte man DH — 


8 217 8 b 2 2 
n, oe 


eb. 0 


erhalten, wo die beyden poſitiven Wurzeln oberhalb, und die negativeu unterhalb AB zu nehmen 
geweſen wären. Es iſt alſo die Zahl der Auflöfungen einer Aufgabe nicht immer durch den Grad 
der Gleichung beſtimmt. | 

Um keine der Aufloͤſungen, die eine allgemeinere Aufgabe geftattet, auszulaſſen, wird 
man am beſten thun, wenn man gleich Anfangs die verſchiedenen ſpeciellern Aufgaben, in die 
die allgemeine zerfaͤllt, beſtimmt, die Benennungen und Bezeichnungen der allgemeinern Auf— 
gabe fuͤr jede der beſondern Aufgaben beybehaͤlt, eine derſelben als Normalfall heraushebt, unter— 
ſucht, welche Groͤßen in dieſem oder jenem beſondern Falle die Zeichen aͤndern muͤſſen, bloß den 
Normalfall aufloͤſ't, und aus der Aufloͤſung desſelben durch die gehoͤrigen Subſtitutionen die 
Aufloͤſungen der uͤbrigen Faͤlle herleitet. Dabey iſt man aller Muͤhe des Ausdeutens negativer 
und imaginaͤrer Wurzeln uͤberhoben; dieſe ſind immer Anzeigen, daß die jedesmalige beſondere 
Aufgabe keine Aufloͤſung geſtatte. 


Wollte man jede einzelne Aufgabe beſonders behandeln, wie den Normalfall, ſo haͤtte 
man durchaus nichts mit poſitiven und negativen Groͤßen zu ſchaffen. 
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Der Vortheil des Verfahrens, aus der Formel eines Normalfalles die Formeln für an⸗ 
dere Faͤlle herzuleiten, ſpricht ſich beſonders in der Trigonometrie ſehr deutlich aus. Das haͤu⸗ 
fige Vorkommen trigonometriſcher Formeln, und das eben ſo haͤufige Übertragen derſelben von 
einem Falle auf andere Faͤlle, macht es nothwendig, ſpeciellere Regeln aufzuſuchen, nach welchen 
man jedesmal ſogleich über das P und — der trigonometriſchen Linien entſcheiden kann. Bey 
Aufſuchung dieſer Regeln werde ich mich auf folgende Figur 


beziehen, in welcher die Bedeutung der einzelnen Linien fuͤr ſich klar iſt, und die Winkel, welche 
der bewegliche Schenkel GB, nach und nach durch die vier Quadranten gehend, mit dem unbe⸗ 
weglichen CA macht, durch p', 9“, p, ““ bezeichnet werden mögen. 


Als Normalfall nimmt man denjenigen, in welchem A Ch ſpitz iſt. — Es wird nun 
vorerſt unterſucht werden muͤſſen, welche Veraͤnderungen an Gleichungen vorgenommen werden 
muͤſſen, in welche die trigonometriſchen Linien Sinus, Coſinus, Quer-Sinus ꝛc. des ſpitzigen 
Winkels ACB verwickelt find, wenn dieſe Gleichungen auch noch für den Fall gelten ſollen, 
da ACB ſtumpf iſt; bey welchen der genannten Linien in den Gleichungen die Vorzeichen zu 
aͤndern find, bey welchen nicht. Um darüber entſcheiden zu koͤnnen, ſtellte man ſich vor, der 
Punct B gehe allmaͤhlig von B' nach B“, und beobachte die Linien, die bey dieſem Übergange O 
oder co werden; denn dieſe letzteren allein koͤnnen nach dem, was oben erinnert worden, negativ 
werden. Ob ſie es wirklich werden, oder nicht, wird man leicht aus der Vergleichung ihrer 
Werthe vor und nach dem Durchgange durch 0 oder © abnehmen koͤnnen. — Hat man unter⸗ 
ſucht, wie die trigonometriſchen Linien ſtumpfer Winkel beſchaffen ſind, ſo kann man dieſe wie⸗ 
der mit den trigonometriſchen Linien des dritten Quadranten u. ſ. w. vergleichen. Die Unter⸗ 
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ſuchungen laſſen ſich ſehr abkuͤrzen, wenn einmal über das P und — einiger dieſer Linien ent- 
ſchieden iſt, weil dadurch das der uͤbrigen bedingt iſt. Ich will die Linien einzeln betrachten. 


Der Quer-Sinus bleibt durchaus poſitiv; er geht, waͤhrend der bewegliche Schenkel 
Hr die vier Quadranten geht, weder durch O noch durch 0. 


Der Quer-Coſinus geht beym Übergange des beweglichen Schenkels aus dem en 
Quadranten in den zweyten durch 0; da aber vor dem Durchgange durch 0 
cos. vers. g — CE — CH 


und nach dem Durchgange durch 0 
cos. vers. ꝙ CE — CH’, 
da dieſe e nicht verkehrt wird, ſo bleibt der Quer-Coſinus nach dem Durchgange durch 0 
poſitiv. Bey dem Durchgange des beweglichen Schenkels durch die uͤbrigen Quadranten wird 
der Quer-Coſinus weder O noch co. Er bleibt alſo durchaus poſitiv. — Formeln, in welche 
sin. vers. ꝙ, cos. vers. ꝙ verwickelt find, gelten alſo ohne Anderung der Zeichen auch dann 
noch, wenn der Winkel 9 ſtumpf oder erhaben iſt (es müßte denn ſeyn, daß eine andere in der 
Gleichung vorkommende Groͤße negativ wuͤrde). 


Der Coſinus geht beym Uebergange des beweglichen Schenkels in den zweyten Qua— 
dranten durch o, und wird dann negativ, weil vor dem Durchgange durch 0 
cos. ꝙ = BH = CG. D AC - AG r — sin. vers. 9, 
und nach dem Durchgange durch 0 5 
cos. 9° = B’H’ = CG“ = AG’ — AC = sin. vers. ꝙ — 1, 


ohne daß r, oder sin. vers. durch O oder O gegangen. Es muß alfo cos. ꝙ mit veraͤn— 
dertem Zeichen geſetzt werden, wenn Gleichungen, die unter der Vorausſetzung, daß ACB 
ſpitzig ſey, gefunden worden, für den Fall, da ACB ſtumpf iſt, gelten ſollen. 


Soll z. B. aus zwey Seiten a und b, und aus dem eingeſchloſſenen Winkel C 
eines Dreyeckes (vergl. oben Fig. I. und II.) die dritte Seite c gefunden werden, ſo er⸗ 
haͤlt man, wenn man aus Fig. I. ſchließt, wo C ſpitz, etwa — 60° iſt, 


( ab 24 CP ab Lab cos. C 
Hab' 2 ab cos, 60°; 
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wenn man aber aus Fig. II. ſchließt, wo C ſtumpf, etwa = 120° iſt, 
V Za CP a Fb J 2ab cos. (180° — 6) 
M 


Dieſe Gleichungen erhaͤlt man, wenn man jede der beyden Aufgaben beſonders be— 
handelt; dabey iſt von poſitiv und negativ gar keine Rede; alle Groͤßen ſind abſolute. Wenn 
man aber bloß die erſte der beyden Aufgaben aufloͤst, und aus der Aufloͤſung derſelben 
gleich die der zweyten herleiten will, fo muß man — cos. 60° ftatt cos. 60° ſetzen. 


Der wahre Sinn des Ausdruckes: „der Coſinus eines ſtumpfen Winkels ift nega⸗ 
tiv“ iſt demnach dieſer: Die Subſtitution von — cos. ' ftatt cos. E macht eine Formel, 
die nur gefunden worden iſt unter der Vorausſetzung, daß 9 ſpitz ſey, und die unmittelbar 
und ohne Modification nur unter dieſer Vorausſetzung gilt, auch noch fuͤr die Vorausſetzung 
guͤltig, daß der genannte Winkel ſtumpf ſey. So ſind Ausdruͤcke zu verſtehen, wie folgende: 
cos. 120 = — cos. 60°, cos. (2 R — 9) = — cos. ꝙ, oder cos. P’ = — cos. 
(wenn 9 als das ſpitze Supplement von 9“ gedacht wird). Es beziehen ſich aber ſolche Ausdruͤcke 
nur auf das Uebertragen der Formeln von einem Falle auf einen andern; ſieht man davon ab, ſo 
iſt cos. 120° — cos. 60° und log. cos. 120° — log. cos. 609, und nicht imaginaͤr. 


Der Coſinus eines erhabenen Winkels zwiſchen 180° und 270° iſt ebenfalls negativ, 
weil beym Uebergange von B aus B“ nach B“ der Coſinus weder durch 0, noch durch co geht. 
Mit dem Coſinus des zweyten Quadranten verglichen, waͤre der Coſinus des dritten Quadranten 
poſitiv. — Führt man B aus B“ nach B“, fo wird der Coſinus 0, wenn B durch F geht, 
und da man vor dem Durchgange durch 0 hat 1 

cos. “ CG“ = AG“ — AC = sin. vers. 9 — x, 
nach dem Durchgange durch 0 aber 
cos. "= CG“ AC - A6“ D r sin. vers. 9, 


ohne daß r oder sin. vers. @ = 0 oder co geworden, fo iſt cos. ꝙ“ negativ in Vergleich mit 
cos. p“; alſo pofitiv in Vergleich mit cos. . Es iſt fuͤr ſich klar, daß cos. @" wieder po⸗ 
fitiv u. ſ. w. Man wird alſo die Negel ausſprechen koͤnnen: Der Coſinus iſt poſitiv, wenn 
er links vom Diameter EF, negativ, wenn er rechts liegt. 5 | 


Der Sinus bleibt im zweyten Quadranten pofitiv, weil er beym Uebergange des Punk⸗ 
tes B aus B nach B“ weder o noch co wird. Beym Ulebergange des Punktes B aus B“ nach 
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B'“ wird der Sinus 0, wenn B durch D geht, und dann negativ, weil vor dem Durchgange 
durch 0 a | 

sin. ge" = BG. = CH’ = CE- EH! =r— cos. vers. p“, 
und nach dem Durchgange o 

sin. H“ BG“ = CH“ = EH“! - CE = cos. vers. “ — x, 


ohne daß inzwiſchen r oder cos. vers. durch 0 oder co gegangen. 


Der Sinus bleibt negativ beym Uebergange des Punktes B aus B“ nach B““, weil er 
weder durch 0 noch durch co geht. Im fünften Quadranten wird der Sinus wieder poſitiv 
u. ſ. w. Hieraus ergibt ſich die Regel: Der Sinus iſt poſitiv oberhalb, negativ unterhalb des 
Diameters AD, f 


Durch den Sinus und Coſinus ſind die uͤbrigen trigonometriſchen Linien beſtimmt, und 
durch den Wechſel der Zeichen des Sinus und Coſinus iſt auch der der uͤbrigen Linien bedingt. 
Es iſt naͤmlich 

„sin. 9 
tang. / = 805 5577 


Soll dieſe Formel, die unter der Vorausſetzung gefunden iſt, daß der Winkel 9 ſpitz 
ſey, auch für die Vorausſetzung gelten, daß p ſtumpf ſey, fo muß nach dem Vorhergehenden 
— cos. ꝙ ftatt cos. 9 geſetzt werden; es iſt alſo 


ine sin. 9 N 
6 — — — ‚= tang. . 


—— cos. 99 cos. 9 


eben ſo iſt 


cos. cos. 99 
— sin. p sin. E' 
[4 — — . tan « 
cos. ꝙ cos. © 5?» 


tang. S* — 


Aus der Vergleichung dieſer Werthe der Tangenten ergibt ſich, daß ſie poſitiv im erſten 
und dritten, negativ im zweyten und vierten Quadranten, und aus der Vergleichung der Figur, 
daß fie poſitiv oberhalb, negativ unterhalb des Diameters AD genommen werden muͤſſe. Auch 
der jedesmal nothwendige Durchgang der Tangente durch O oder durch 0 vor der Aenderung 
des Zeichens iſt aus dieſen Formeln, in denen abwechſelnd Nenner BRD Zähler durch 0 gehen, 
eben ſowohl, als aus der Figur erſichtlich. 


. 
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1 1 
N 4 
Da sec. ꝙ =, 9 
1 1 N . 
% ne ee en 
ſo it . — cos. ꝙ cos. 9 9 
7 5 * 
S WB SHE] EIER 7 = 566,9 
99 1 
sec. cos. g — = SEC. o . 


Durch die Vergleichung dieſer Werthe der Secante überzeugt man ſich, daß fie nega- 
tiv im zweyten und dritten Quadranten genommen werden muͤſſe, welches auch ihre Lage und 
Richtung ſeyn mag. Aus der Vergleichung der Figur ergibt ſich die Regel: Die Secante 
iſt pofitiv, wenn der bewegliche Schenkel vorwaͤrts, negativ, wenn er ruͤckwaͤrts verlaͤngert 
werden muß, um die Tangente zu ſchneiden. 


Auf dieſelbe Art laſſen ſich auch die Regeln für das E und — der Cotangenten und 
Coſecanten auffinden. Die ſaͤmmtlichen Regeln koͤnnen dann etwa auf zwey gebracht werden; 
eine für den Sinus, den Coſinus, die Tangente und die Cotangente, und eine für die Ge: 
cante und Coſecante. So ergibt ſich das als Negel für die Aenderung der Zeichen der tri— 
gonometriſchen Linien, was ſonſt als Grund dieſer Aenderung angefuͤhrt wird. 


Man pflegt ſonſt das E und — der trigonometriſchen Linien aus einem Gegenſatze 
der Linien zu eruiren. So ſollen der Coſinus oder die Tangente eines ſpitzen und eines ſtum⸗ 
pfen Winkels, weil ſie entgegengeſetzt gelegen oder gerichtet ſind, entgegengeſetzte Groͤßen, d. i. 
Groͤßen ſeyn, die vereinigt einander vermindern, und deßhalb mit verſchiedenen Zeichen geſetzt 

werden muͤſſen. Die Schwierigkeit, einen ſolchen Gegenſatz der Linien begreiflich zu machen, 
iſt nicht unerheblich. Glaubt man aber auch daruͤber im Reinen zu ſeyn, ſo will ſich wieder 
das + und — der Secanten und der Coſecanten nicht fügen; die Secanten ſpitzer und er: 
habener Winkel zwiſchen 1809 und 270 wollen Gegengroͤßen ſeyn, obgleich ſie in Lage und 
Richtung uͤbereinkommen. Auf der andern Seite verſchmaͤht der conſtante Radius jede Aende⸗ 
rung des Zeichens, und proteſtirt beharrlich gegen die Ehre, eine Gegengroͤße zu ſeyn, welches 
auch ſeine Lage und Nichtung ſeyn mag. 
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